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Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé
recto-verso, il contient 11 questions et 8 pages, les dernieres pouvant étre vides. Il
y a 27 points au total. Ne pas dégrafer.

* Posez votre carte d’étudiant sur la table et vérifiez votre nom et votre numéro SCIPER
sur la premiére page.
e Aucun document n’est autorisé.
» L'utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant
I’épreuve.
* Pour les questions a choix multiple, on comptera:
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point siil n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

 Utilisez un stylo a encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du cor-
recteur blanc si nécessaire.

* Si une question est erronée, I’enseignant se réserve le droit de I’'annuler.

» Les dessins peuvent étre faits au crayon.

» Répondez dans I'espace prévu (aucune feuille supplémentaire ne sera fournie).
 Les brouillons ne sont pas a rendre: ils ne seront pas corrigés.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
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Premieére partie, questions a choix unique

Pour chague question, marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de
ratures. Il n’y a qu’une seule réponse correcte par question.

Question 1 (1 point) Soit f : RZ — R2 |'application linéaire donnée par :

f(:E, y) = (:B -y, —2x + 2y).
Lequel des énoncés suivants est vrai ?

[ ] Ker(f) = Vect((1,1)) et Im(f) = Vect((1,2))

[ ] Ker(f) = Vect((—1,2)) et Im(f) = Vect((1,—1))

B Ker(f) = Vect((1,1)) et Im(f) = Vect((1, —2))

[ ] Ker(f) = Vect((1,—2)) et Im(f) = Vect((1,1))

D Ker(f) = Vect((1,2)) et Im(f) = Vect((1,—1))

[ ] Ker(f) = Vect((—1,1)) et Im(f) = Vect((1,2))

Correction : En réécrivant f(x,y) = (x—1vy)(1, —2) on voit que Ker(f) a pour équationxz—y = 0
et que Im( f) est engendré par (1, —2).

Question 2 (1 point) Soit B = v;, v, une base de R?, et soit f : R? — R? une application
linéaire telle que la matrice de f dans la base B est donnée par :

= (3 )

Lequel des énoncés suivants est vrai, quelque soit le choix de B ?

O renls = (5) O @ls, = (3) O e, = (3)
W 7l = () O el = () O s = ()

Correction : [f(v1)]s est la premiere colonne de la matrice [f]s.

Question 3 (2 points) Parmiles énoncés suivants, lequel est vrai ? Il existe une application
linéaire f : R? — R2 telle que ...

B (1,0) € Ker(f) et (1,0) € Im(f)

[ ](,1),(1,0) € Ker(f) et (1,1) € Im(f)

[ ] Ker(f) =R2? et (1,1) € Im(f)

[[] Ker(f) = Vect((0,1)) et Im(f) = {(1,1)}
[ ](1,1) € Ker(f) et Im(f) = R2

[[] Ker(f) = {(0,0)} et Im(f) = Vect((1,0))

Correction : L'application f : R? — R?, (z,y) — (y,0) Vérifie (1,0) € Ker(f) et (1,0) € Im(f).
Les autres sont exclus par le théoreme du rang.
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Pour les Questions 4, 5 et 6 ci-dessous on donne les vecteurs vy, v2, v3 € R2 comme sur le
dessin suivant :

V3

V1

(1,0)
(0,1) )

V2

"(0,0)

Soit P € M,(R) la matrice de passage de la base canonique a la base B = v;,v, de R2. On

note aussi :
P:(a ﬁ) et P‘lz()‘ “).
vy 0 p o

Question 4 (1 point) Parmi les affirmations suivantes, une seule est vraie : laquelle ?
- vs € Vect(v1 + v2) D vy — v1 € Vect(vs)
[ ] v1 € Vect(vs + vs) [ ] va € Vect(vy)

Correction : On construit v, + vo par la régle du parallélogramme et on vérifie qu’il est aligné
avec (0,0) et vs.

Question 5 (1 point) Parmi les affirmations suivantes, une seule est vraie : laquelle ?

[Ja<o []B>1 B <1 []o>0

Correction : Comme vy = a(1,0) + ~(0,1) et vo = B(1,0) + §(0,1), on décompose v, et v, sur
la base canonique (en faisant apparaitre des parallélogrammes), et on regarde les coefficients
obtenus.

Question 6 (1 point) Parmi les affirmations suivantes, une seule est vraie : laquelle ?

HMi<o<1 [Ip<o [Jo<p<i [Jp>1

Correction : Comme (1,0) = Avy + pva on décompose (1,0) sur vy, vo (en faisant apparaitre
des parallélogrammes), et on regarde le deuxiéme coefficient obtenu.
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Question 7 (2 points) On considére I'application linéaire :
f:R? 5 R?, (x,y) — (6x + 5y, —5x — 4y)
Pour quelle base B de R? ci-dessous la matrice [f]s est-elle sous forme réduite ?

DB:(1+\/§a_1_\/§)7(1’\/§) .B:(5+5\/§a_5_5\/§)7(13\/§)
[1B=("2+1,-v2-1),(V2,1) [1B=(6v2+5,-5v2—4),(v2,1)

, g 1 1
Correction : La forme réduite (0 1) de f est obtenue dans la base B = vy, v lorsque v, n’est

pas vecteur propre et v1 = f(va) — va.

Question 8 (1 point) On considere I'application linéaire :
f:R? 5 R?*, (z,y) = (T — 2y, 192 — 5y)

Parmi les matrices suivantes, laquelle est une forme réduite de f ?
1 —V2 2 —1) (1 —2) N |
- <\/§ 1 > D (1 2 D 2 1 D 1 V2
Correction : Le polynéme caractéristique de f est X2 —2X +3 = (X —1)%2 + (v2)2

Question 9 (2 points) Parmi les valeurs de n proposées ci-dessous sélectionner celle pour

laquelle on a A™ = I, ou :
8 19
A= .

[ Jn=15 [ Jn=25 [ n=44 B ~=36

Correction : f admet ici pour forme réduite la matrice de rotation d’angle R« .
3
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans I'espace dédié. Sauf indication contraire, votre réponse doit étre soigneuse-
ment justifiée, toutes les étapes de votre raisonnement doivent figurer dans votre réponse.
Laisser libres les cases a cocher: elles sont réservées au correcteur.

Question 10: Cette question est notée sur 8 points.

s [ls Lds L ls [ Js [ds[Js[ s
W [ (L[l [l
Soit f : R? — R2 |'application linéaire donnée par :
f(z,y) = (4z — 2y, 3z — 3y).
Soit la base B = (1, 3), (2,1) de R2.
(a) Donner la matrice de f en base canonique. Déterminer son rang, son image et son noyau.
(b) Pour tout (u,v) € R?, trouver I’ensemble des antécédents f=*({(u,v)}).

(c) Déterminer la matrice [f]s5.

(d) Soit (z,y) € R? tel que [(z,y)]s = G) . Calculer [f(z,y)]s et [f(z, v)]5..., -

(e) Existe-t-il une base B’ de R? telle que
-2 0
) = ?
= (7o o)
Justifier la réponse.

Solution

(@) Ona:
4 -2
[flBean = A = (3 _3> .

Les colonnes de cette matrice ne sont pas proportionnelles, si bien que f est de rang 2.
On en déduit directement :

Im(f) =R* et Ker(f) = {(0,0)}.

(b) f est bijective et donc inversible, avec inverse donné par :

_ .1 (-3 2
e, =47 = S (550):

Il vient alors :
@ ey & fen =@ o (H)=a()=2(Tur)

et donc: 1
o)) = { 5 (-3u + 20,3u+ av) |
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(c) Un calcul direct donne :

ne=prap= 1 (1 34 2 (1) (2 ).

(d) D’apres une formule vue au cours, on sait que :

[f (2, 9)]ls = [f]sl(z, )]s

D’aprés le (c) on obtient alors :

res= (3 5) (1) = (3):

On peut alors convertir ces coordonnées en coordonnées canoniques via la formule :

Fe@wls.. = Pli@ls = (3 1) ()= (4)-

(e) Non, une telle base n’existe pas. En effet, I'existence d’une telle base signifierait que
f est diagonalisable avec valeurs propres 0 et —2, ce qui n’est pas le cas, puisque son
polyndme caractéristique est :

(X — 3)(X +2) # X(X +2).

On peut aussi observer par exemple que, peu importe la base B’ considérée, le rang de
la matrice [f]s- est 2 (contrairement a celui de la matrice proposée, qui est 1), ou encore
gue sa trace est 1, etc.
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Question 11: Cette question est notée sur 7 points.

ClsDls s Dds s [Js [ Js
W [ L[kl [I[F

Soit & € R. On considere la suite numérique (u,)nen définie par :
u=a,u; =1 et VnéeN, upy2 =5uUp41 — 6u,.

(a) On suppose dans cette partie que « = 0. Calculer la valeur de u,, en fonction de n.

(b) Trouver a sachant que la suite <:> a une limite finie, et calculer cette limite.
neN

Solution On considere |'application linéaire :

f:Rz_*Rza (z,y) — (5= — 6y, )

A— <5 —6>
1 0
en base canonique. On a alors :
(Un+2> _ (5 Upi1 — 6Un) — A <Un+1>
Un41 Un+1 Un
Unt1) _ 4. 4 ("2 :A"l
Un " Uo (8%

(a) Pour le choix de a = 0, on voit que u,, est le coefficient en bas a gauche de A™, puisque :

de matrice :

ce qui entraine :

On procede maintenant a la réduction de f. Pour cela, on commence par calculer son
polyndme caractéristique :

Xf(X)=X?—trAX +det A= X?-5X+6=(X —2)(X — 3).

On voit donc que f posséde 2 valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable. Cher-
chons une base B de vecteurs propres. Pour cela, on calcule :

A—2I2=<:1g :g>=<i>(1 —2).

D’aprés la décomposition colonne-ligne que I'on vient d’écrire, on sait que :
Ker(f — 2idgz) :x —2y =0 et Ker(f — 3idgz) = Vect((3,1)).

La base B = (2,1),(3,1) de R? est donc propre pour f. Calculons a présent la matrice A™.
Pour cela, on écrit d’abord :

_ 2 0 N 2 3
[f]zszPlAP=<0 3) ol P:(1 1)

ce qui entraine :

(e o)r) =G o) =G DG &G 5
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2n+1 3n—|—1 -1 3 _2n—|—1 _|_ 3n+1 3. 2n—|—1 —92. 3n+1
_<2" 3“><1 —2)‘( —2" 4+ 37 3.2 —2.3" )

Finalement, on obtient donc :
Uy, = 3" — 2™,

() =4 (o)

En injectant I'expression de A™ trouvée au (a), on obtient :

(b) Partons de la formule :

Up =3" —2" 4+ (32" —2-3") = (3a — 1) 2" + (1 — 2a) 3"

ce qui entraine :

= @a-n+a-20(3)

Pour que cette suite posséde une limite finie, il faut donc que « soit égal a % auquel cas
la limite recherchée est 1.



